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摘 � � � 要: 为了解 Greitzer的 B 参数和节流�参数对轴流压气机过失速行为的影响,使用分叉分析方法,

研究了压缩系统中过失速所对应的静态分叉行为.由此, 划分了 ���分叉参数空间中, 轴流压缩系统稳定和不

稳定流动的区域分布图.结果表明, 非线性动力学的分叉分析方法, 可以准确的捕捉到轴流压缩系统中典型的

过失速流动行为,同时可以简便的分析分叉参数作用下平衡点稳定性的变化情况.
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Abstract: To study the effect of Greitzer B parameter and thr ot tle parameter �on post�
stall behavior of ax ial f low compressor , the static bifurcation behavior for post�stall of axial
flow compresso r w as analyzed using bifurcat ion analy sis method� In the ��B bifurcat ion pa�
r ameter space, the sketch map for steady and unsteady f low of compressor w as plot ted out� It

is thus concluded that nonlinear bifur cat ion analy sis can accurately capture typical post�stall
tr ansients and easily analy ze the change of stability of system equilibriums under bifurcat ion

parameters�
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� � 轴流压气机过失速流动模型的发展经历了从
线性到非线性、从压气机部件到压缩系统的一个

过程.目前广泛使用的 Moo re�Greitzer 非线性压

缩系统模型
[ 1]
,是非线性状态空间模型,这个模型

通过系统的分叉行为捕捉到了压缩系统的非线性

动力特性,并将经典的非线性动力系统理论应用
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于旋转失速和喘振的动力学特性分析. 针对这个

模型,国内外研究人员已经开展了相当多的研究

工作, Mccaughan[ 2] 从微分方程和动力系统角度

分析了 B 参数对不稳定行为的影响,认为 B 参数

是压缩系统过失速行为的决定因素. Abed和 Li�
aw [ 3�4]采用二阶 Moor e�Gr eitzer 的集总参数模型
分析了基于 B 参数的压缩系统状态方程局部非

线性行为. Agarw al[ 5]分析了 B 参数作用下,压缩

系统的分叉行为和喘振极限环的问题. 这些研究

不但加深了我们对于过失速行为机理的认识, 也

开辟了流动行为和主动控制研究的新路.但是由

于压气机特性线基本假设和二元模型的局限, 在

二元压缩系统模型的基础上, 依靠三次多项式近

似得到的压气机特性线方程, 无法观察到静态分

叉的存在
[ 6]
.解决这一问题的方法有两种:一是使

用三阶的 Moo re�Gr eitzer 模型;二是使用更高次

(高于 3次)的多项式来近似表示特性线方程. 我

们希望通过三阶 MG 模型所描述的压气机轴向

不对称流动行为, 能够反映出动力系统静态分叉

的行为.因此本文根据三阶Moor e�Gr eitzer模型,
对过失速行为进行非线性分析, 从系统动力学角

度深入了解旋转失速和喘振的发生机制,为主动

控制提供理论依据.

1 � 轴流压缩系统过失速行为的
非线性分析 �

1� 1非线性系统特性

一个非线性系统可以这样表示: x
 
= f ( x) , x

为状态向量.平衡点是指系统状态不再变化的点,

即满足 x
 
= 0的点. 一个线性系统, 一般只有一个

平衡点.非线性系统往往含有一个以上的平衡点.

极限环和分叉是非线性系统特有的两种行为.

极限环( L imit cy cles)是指非线性系统能够

在没有外部激励的情况下产生固定的幅值和固定

周期的振荡.

当非线性系统的参数发生变化时,其平衡点

的稳定性可能发生变化,而且平衡点的数量也可

能发生变化.这些使系统运动品质发生变化的参

数值, 称为临界值或是分叉值. 这种分叉( Bifurca�
t ion)现象,也就是参数的量变导致系统特性的质

变的现象.

定义 1(静态分叉、动态分叉) [ 7]

设 x ! D  X = R
n
,  ! B  ! ! R

m
, 方程

x
 

= f ( x,  )的平衡点的数目随着参数  的变化问

题称为静态分叉问题; 而 x
 

= f ( x,  )的向量场或

流(特别是极限集)的拓扑问题随着参数的变化问

题称之为动态分叉问题.

事实上静态分叉是只有平衡点的数目和稳定

性发生变化的分叉问题, 即研究静态方程 f

(x,  )= 0的解的数目和稳定性随着参数  变化

而出现的突然改变, 后面将要谈到将在本文中出

现的几种静态分叉: 鞍点分叉( Saddle node bifur�
cation)、跨临界分叉( T rans crit ical bifurcation)

和叉形分叉( P itchfor k bifur cat ion) .

动态分叉是指除了静态分叉以外的其他分叉

问题. Hopf分叉、闭轨分叉、环面分叉、同宿或异

宿分叉等等,都属于动态分叉.

1� 2 基于MG模型的非线性分叉分析

1986年, M oore和 Gr eitzer 联合提出了描述

压缩系统失速动态性能的旋转失速和喘振的统一

模型,即 MG模型 [ 8]

∀
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� � 令节流特性线 #T ( ∀)= �T ∀, �T 为节流增

益.在实际试验中,通过调整压缩系统后部的节流

阀来加入对压气机的扰动,当这个扰动作用于压

气机时,它的流动过程就会发生变化,偏离原来的

准稳定流动状态,而可能进入过失速流动.在计算

仿真中,原来的准稳定流动用压缩系统的特性曲

线 ∀c 来表示,而节流阀的影响用节流特性线 #
T

( ∀)表示,节流参数 �表示节流阀的开度, 如图 1

所示.这两条曲线的交点作为仿真的起始点,这个

交点可以计算出来, 只要在此基础上加入一个小

扰动,就可以仿真出此扰动后流动的全过程.

根据上面的模型( 1) ~ ( 3) , 如果作以下的变

换: ∀∀= ∀/ H , #∀= #/ W - 1, ∀∀c0 = ∀ c0 / H ,且

H = 1, 可以得到以下的简化模型:

#
 

= - ∀ + ∀c ( #) - 3 #R (4)

∀
 

= [ # - #∃ ( ∀) ] / �2 (5)

R
 

= %R (1 - r - #2 ) (6)
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� � R = 0表示轴对称的流动行为,而 R # 0代

表了轴不对称即旋转失速下的流动行为. ∀ c( #)

是压气机稳态的特性线, 假定具有以下形式

∀c ( #) = ∀c0 + 1. 5# - 0. 5 #
3

(7)

∀c0是系统的关闭压头( Shut of f head) , 与压气机

的级数成正比. 通过节流阀的压升系数这样表示

∀ =
1
�

( #T + 1) 2 (8)

� � �组合了系统的几何参数和B 参数,它等于:

�= 2B l c. B参数实际上可以代表压气机转速, l c

是压缩系统的几何长度. %主要与压气机管道的

惯性长度有关.在计算中,令 ∀c0 = 0� 718 75, �=
0� 75, %= 4.

旋转失速特性主要从公式(4) ~ (6) 中得到,

对于公式(6) 来讲,有两组静态解,一是 R = 0,二

是 R = 1- #2 , 如果 R = 0, 方程(6) 中, R
 

= 0,这

个方程就不再需要了,整个系统变为

#
 

= - ∀ + ∀ c( #) (9)

∀
 

= [ # - #T ( ∀) ] / �2 (10)

� � R = 1- #2时,代表轴不对称的情况,把R =

1- #
2
带入公式(4) ,平衡点上压升系数应当满足

∀ s = ∀ c( #) - 3 #(1- #2) ,它代表了旋转失速的

特性线,可以看出旋转失速特性线的阶次取决于

压气机特性线的阶次.由于压气机特性线为 3次

特性线,所以旋转失速特性线的最高阶次是三阶.

压气机特性线和旋转失速特性线如图 1所示.

图 1 � 压气机稳态特性线、旋转失速特性线和节流线

F ig� 1� Compressor steady�st at e, ro tation stall

and thr ottle char acter istic

图1中 ∀ = ∀c ( #) 是压气机稳态特性线,节

流线与它的交点表示轴对称的流动平衡点, 图中

用星号表示. ∀ = ∀ s ( #) 是旋转失速的特性线,

由R= 1- #2 ,当 # > 1时, R < 0, 没有物理意义,

所以旋转失速特性线的定义域是流量系数 # ∃ 1

的部分,节流线与旋转失速特性线的交点代表轴

不对称的流动平衡点,图中用圆圈表示.

对于旋转失速特性线与节流线的交点, 通过

以下两个方程确定

#
 

= - ∀ + ∀c( #) - 3 #(1 - #
2
) (11)

∀
 

= [ # - #
T
( ∀) ] / �

2
(12)

� � 因此, 在三阶模型中, 平衡点可以分为两类,

一类是轴对称的流动平衡点, 它通过公式( 9)和

( 10)求解;另一类是轴不对称的流动平衡点,通过

公式( 11)和( 12)求解.

2 � 分叉分析

2� 1 � 平衡点的分叉分析

由图 1所示,当节流参数 �= �s时,节流线与

稳态特性线有一个交点, 与旋转失速特性线相切,

因此轴不对称的平衡点也刚好只有一个. 当 �>

�s时,可以看出,节流线与旋转失速平衡点没有交

点,因而没有轴不对称的平衡点,这时系统只有一

个轴对称的流动平衡点, 将这个平衡点解分支记

为 x 01 .当 �s > �> �c 时,节流线与旋转失速特性

线有两个交点, 分别记为两个解分支 x 02 和 x 03 ,

x 02 对应流量系数较小的分支, x 03 对应流量系数

较大的分支.因此在 �= �s 处, 会发生鞍点分叉,

分叉之后, x 02 和 x 03 一个稳定,另一个不稳定.在

�= �c 处,得到一个叉形分叉,轴对称解分支 x 01

在这里失去稳定, 并且 x 03 分支在这里流量系数

将大于 1,因此得到 R < 0,失去物理意义.

根据给定的压气机特性线和节流线方程, 可

以计算出�c = 1� 471 2, �s = 1� 903 7.在这两个点
上发生的分叉行为可以通过以下解析计算得到.

2� 1� 1 � �= �s 处的鞍点分叉

系统方程为

#
 

= - ∀ + 1. 718 75+ 1.5# - 0. 5#3 - 3#(1- #2)

∀
 

= ( # + 1 - � ∀ ) / 0. 562 5

� � 把 �记为分叉参数  ,系统方程可以表示为

x
 

= f ( x,  ) ,则 x =
#

∀

记

L = D xf ( #0 , ∀ 0) =

∀f 1

∀ #
∀f 1

∀ ∀
∀f 2

∀ #
∀f 2

∀ ∀ #= #
0

, ∀= ∀
0
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L =

7. 5#
2
- 1. 5 - 1

1. 778 - 1. 778 �
0. 5

2
∀- 0. 5

� � 由 #0= 0. 657 4, ∀0= 1. 443,得到

L =
1. 741 3 - 1

1. 778 - 1. 021 1
,且 det (L) = 0.

� � L的特征值和特征向量分别为[ 0. 720 2 � 0] T 和

0. 699 7 0. 498 0

0. 714 4 0. 867 2
. 设 L的零特征值所对应的

左、右特征向量分别为 l和 r ,满足 Lr= 0, lL= 0,

可令 r = [ 0. 498 0 � 0. 867 2 ] T , l =

[ - 1� 021 1 � 1] .如果系统满足以下条件
a = lD  f ( #0 , ∀0) # 0

b = lD xD xf ( #0 , ∀ 0) ( r, r) =

l %
n

i= 1

e ir
T
{ Dx [ D x f i ( #, ∀,  ) ] T#= #

0
, ∀ = ∀

0
,  =  

0
}  

r # 0

其中

D xD x f i (x,  )=

∀2

∀x 1∀x 1
f i ( x,  ) & ∀2

∀x 1∀x n
f i (x,  )

∀2

∀x n∀x 1
f i ( x,  ) & ∀2

∀x n∀x n
f i ( x,  )

则在  =  0处存在鞍点分叉.经过计算可以判定

在 �= �s 处,会发生鞍点分叉.

2� 1� 2 � �= �c 处的叉形分叉

在轴对称分支 x 01的特性线压升最高点上,有

R= 0, ∀∀c ( #0)= 0,此时 R
 

= 0.把 �记为分叉参数

 ,系统方程可以表示为 x
 

= f (x,  ) , 则

x =

#

∀

R

L = D x f ( #0 , ∀0 , 0) = � � � �
∀f 1

∀ #
∀f 1

∀ ∀
∀f 1

∀R

∀f 2

∀ #
∀f 2

∀ ∀
∀f 2

∀R

∀f 3

∀ #
∀f 3

∀ ∀
∀f 3

∀R #= #
0
, ∀ = ∀

0
, R= 0

� � 由 #0= 1. 0, ∀ 0= 2. 718 8, 得

L =

0 - 1 0

1. 778 0. 653 8 8

0 0 0

,且 det (L) = 0.

� � L的零特征值所对应的左、右特征向量分别

为 l和 r , 满足 Lr= 0, lL= 0,可令

r = [ 0 � 0 � 1] T , l = [ 0 � 0 � 1] .

� � 如果系统满足以下条件:

a = lD  f ( #0 , ∀ 0 , R0 ) = 0

b = lD xD xf ( #0 , ∀ 0) ( r, r) =

l %
n

i= 1
eir

T
{D x [ Dx f i ( #, #0 ,  ) ]

T
#= #0 , ∀= ∀0  =  0 }  

r # 0

其中

D xD xf i ( x,  ) =

∀2

∀x 1∀x 1
f i ( x,  ) & ∀2

∀x 1∀x n
f i (x,  )

∀2

∀x n∀x 1
f i ( x,  ) & ∀2

∀x n∀x n
f i (x,  )

c = lD  D x f ( #0 , ∀0 , R 0) ( r ) # 0

其中

D  D xf ( #0 , ∀ 0 , R0) =

∀f 1

∀ #∀ 
∀f 1

∀ ∀∀ 
∀f 1

∀R∀ 
∀f 2

∀ #∀ 
∀f 2

∀ ∀∀ 
∀f 2

∀R∀ 
∀f 3

∀ #∀ 
∀f 3

∀ ∀∀ 
∀f 3

∀ ∀∀ #= # 0, ∀ = ∀0 , R= 0,  =  0

则在  =  0 处存在跨临界分叉. 经过计算可以判

定,在 �= �c 处, 存在叉形分叉.

2� 2 � 失速延迟现象的分叉分析

图 2~ 图 5,分别表示 �= 0. 75时,平衡点在

��#, #�∀ ,��∀ 和 ��R 相平面上的变化情况.可以

看到 3个平衡点解分支 x 01 , x 02和 x 03的稳定性变

化情况,图中用圆点表示不稳定部分,圆圈表示稳

定部分. �= �c 时, x 01分支发生了稳定性变化, 左

半部分不稳定, 右半部分稳定;同时 x 02分支在此

图 2� 平衡点在 ��# 相平面上的变化情况

F ig� 2� Equilibr ium variation in ��# phase plane
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图 3 � 平衡点在 #� ∀ 相平面上的变化情况

Fig� 3 � Equilibrium va riation in #�∀ phase plane

图 4 � 平衡点在 ��∀ 相平面上的变化情况

F ig� 4 � Equilibr ium var iation in ��∀ phase plane

图 5� 平衡点在 ��R 相平面上的变化情况

Fig� 5� Equilibrium variation in ��R phase plane

处流量系数大于 1而失去物理意义( x02在流量系

数大于 1的部分没有绘出) .

同时,在 �= �s 处,由于鞍点分叉的存在, x02和

x03两个分支开始有解,并且呈现不同的稳定性.

从图 3可以明显的看到旋转失速造成的失速

迟滞循环 ( Hyster esis lo op) . 当压气机工作于

#= #c 时,取得了最大压升系数, 而这个点同时也

是失速点( Stall po int ) .如果节流线受到扰动使其

偏到失速点的左边时,由于 #c~ # s 之间一段曲线

都是不稳定的, 所以压气机稳定工作点将会从

#= #c 直接跳跃到 # = # s . 这种性能上的跳跃

( Jump) ,不仅使压气机工作在远低于正常流量系

数和压升系数之下, 而且性能上的突变也对压气

机安全、稳定工作十分不利.

当压气机工作在稳定的旋转失速平衡点 #=

# s 时, 如果想要退出失速, 必须开大节流阀,使节

流线与压气机稳态特性线交点的流量系数大于

#c,才有可能重新工作在稳态特性线上而退出旋

转失速. 这就是说,一旦旋转失速发生之后,如果

要退出失速,必须使节流流量大于失速发生时的

流量系数,这就是所谓的失速延迟现象.

2� 3 � 平衡点解分支的分叉行为分析

2� 3� 1 � 轴对称解分支的分叉行为

轴对称解分支 x 01在 R= 0 平面上, x 01对于

�> �c是稳定的, 在 �= �c, x 01 , 经历了叉形分叉变

得不稳定,当 �继续减小,一旦系统 B 参数大于

临界参数 B cr时, 系统便经历了 Hopf 分叉. 这与

以前的以二阶模型为基础的分析结果相符合. 我

们可以把参数空间分为 B< B cr和 B> Bcr两个部

分,对于 B> Bcr的部分,对于某一个点 �= �h , 系

统经历了一个 Hopf分叉, Hopf 分叉产生了稳定

的极限环, 这种情况叫做 ∋ 深度喘振( ( Deep
surge) .它对于 �< �n的情况都存在.对于 &< Bcr

的情况, x 01不会出现 Hopf分叉.这时轴对称解分

支的分叉行为 ���相平面图如图 6所示.

图 6 � 双分叉参数下系统行为 ��B 相平面图

F ig� 6� Double bifur cation parameters system

status in ��B phase plane

2� 3� 2 � 轴不对称解分支的分叉行为分析

轴不对称解分支包含 x 02 , x 03 . 首先分析 x 02
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的分叉集,把 �参数空间分为三个部分, �< �1 ,

�1< �< �2 , �2 < �. 对于 �< �1 , x 02没有发生 Hopf

分叉,旋转失速平衡点在 �= �s 处出现鞍点分叉

(Saddle bifurcation) , 稳定的旋转失速解出现在

0< �< �s 区间.如图 7所示.对于 �1 < �< �2 , 有一

个节流参数值 �= �a, 在该点 x 02经历一个亚临界

Hopf 分叉而变得不稳定, 对应的平衡点处产生了

不稳定极限环.因此在 0< �< �a 区间中, x 02分支

总是不稳定的.如图 8所示. 对于 �2 < �, x 02分支

上有两个点产生了极限环, 分别记为 �= �a 和

�= �b .前者发生的是亚临界 Hopf分叉, 对应的平

衡点处产生了不稳定极限环;后者发生的是超临界

Hopf分叉,对应的平衡点处产生了稳定极限环,这

个稳定的极限环是从旋转失速平衡点产生的,叫做

经典型喘振( Classic surge) .如图 9所示.

图 7 � �< �1 时平衡点稳定性变化情况

Fig� 7� Equilibrium stability variation w hen �< �1

图 8 � �1< �< �2 时平衡点稳定性变化情况

F ig� 8 � Equilibrium stability v ariat ion when �1< �< �2

x 03分支的情况在 ���参数空间中, 系统平衡
点始终不稳定, 所以可以不考虑它的变化情况.

图 9 � �2< �时平衡点稳定性变化情况

Fig� 9� Equilibrium stability var iation w hen �2< �

2� 3� 3 � 分叉参数空间中平衡点稳定性分析

结合以上轴对称流动和轴不对称的流动情

况,可以在 ���参数空间中分析压缩系统的流动
情况.

(1) �< �1

�s< �: 只有轴对称流动的稳定平衡点.

�c< �< �s :轴对称流动的平衡点和旋转失速

流动的平衡点均稳定, 这导致了失速迟滞效应的

产生.

�< �c: 只有旋转失速的稳定平衡点.

(2) �1< �< �2

�s< �: 只有轴对称流动的平衡点稳定.

�c< �< �s :轴对称流动的平衡点和旋转失速

流动平衡点均稳定.

�h< �< �c: 只有旋转失速流动平衡点稳定.

�a< �< �h : 稳定的旋转失速流动平衡点和轴

对称流动的深度喘振( Deep surge)都有可能存在.

0< �< �a :只能是轴对称流动的深度喘振.

(3) �2< �

�s< �: 只有轴对称流动的平衡点稳定.

�b< �< �s: 轴对称流动的稳定平衡点和轴不

对称流动形成的经典型喘振( Classic surg e)都有

可能存在.

�c< �< �b : 轴对称流动的稳定平衡点和旋转

失速稳定的平衡点都有可能存在.

�h< �< �c: 只有旋转失速流动平衡点稳定.

�a< �< �h : 稳定的旋转失速流动平衡点和轴

对称流动的深度喘振( Deep surge)都有可能存在.

0< �< �a :只能是轴对称流动的深度喘振.

� � 结合以上的分析结果, 可以在 ���参数空间
中绘制出压缩系统流动的状态图.在图 10中,可

以根据 ���参数的变化, 判断压缩系统会处于何
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图 10� ���参数空间的压缩系统流动状态图

F ig� 10� Compressor flow status in ���

parametr ic space

种流动状态.根据流动行为的不同, 划分为 A~ L

一共 12个区域.这些区域的流动状态如下:

A:稳定的轴对称流动;

B:稳定的轴对称流动和旋转失速均有可能;

C: 旋转失速流动;

D:稳定的轴对称流动和旋转失速均有可能;

E: 旋转失速流动;

F:旋转失速流动和深度喘振均有可能;

G:深度喘振;

H :稳定的轴对称流动和经典型喘振均有可能;

I: 稳定的轴对称流动和旋转失速均有可能;

J:旋转失速流动;

K:旋转失速流动和深度喘振均有可能;

L: 深度喘振.

3 � 结 � 论

在三阶 MG 模型的基础上, 研究了压缩系统

方程中平衡点的静态分叉行为;同时,分析了在分

叉参数作用下平衡点解分支的分叉稳定性情况,

以及由于分叉行为造成的失速延迟现象.最后在

���分叉参数空间中,按照系统典型过失速行为的

不同,将稳定和不稳定流动划分为不同的区域,在

该图基础上,可以根据分叉参数的情况,对压缩系

统的流动行为作简便的预测. 这种分析方法,也是

压缩系统分叉控制的基础.
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